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概要
シフトセットタブローは，K 理論的 Schur P，Q 函数を組み合わせ論的に表現するため，池
田岳氏と成瀬弘氏によって導入された．本講演では，シフトセットタブローの個数に関する性質
を，K 理論的 Schur P，Q函数の特殊値を用いて述べる．また，K 理論的歪 Schur P，Q函数
の特殊値からシフト歪セットタブローの個数の特性についても触れる．本講演は，神戸大学の信
川喬彦氏との共同研究と，早稲田大学の中山勇祐氏，杉本奨吾氏との議論に基づく．

1 導入
Schur Q函数は，対称群の射影表現の研究において Schurが導入した対称函数である [7]．Schur

函数が対称群または一般線型群の既約表現の指標を表すように，Schur Q函数は対称群の既約射影表
現の指標を表す．また，Schur函数は半標準盤（タブロー）を用いて定義できるのと同様に，Schur

P 函数もシフトされた半標準盤（シフトタブロー）を用いて定義できる．さらに，Schur P 函数と
Schur Q函数は密接に関係しており，互いに他方を用いて表現することが可能である．本講演では，
Schur P , Q函数をシフトタブローを用いた組合せ論的表示を定義とする．
Schur P 函数, Schur Q函数の各々の K 理論版として，GP 函数と GQ函数が池田岳氏と成瀬弘

氏により導入された [2]．これらは Schubert calculusにおいて，Schubert classを表す特殊函数 (ま
たは特殊多項式)である．GP 函数，GQ函数もまたシフトされた集合値半標準盤 (シフトセットタ
ブロー)を用いて組合せ論的に定義できる．ここでは，これらの函数もシフトセットタブローを用い
た表示を定義とし議論する．

1.1 ストリクトな分割とシフトされた Young図形およびシフトタブロー
非負の整数列 λ = (λ1, λ2, . . . , λr) が λi > λi+1 > 0 (1 ≤ i ≤ r− 1)を満たすとき，λをストリク

トな分割（strict partition）とよぶ．集合 SP を非負整数のストリクトな分割の全体とし，集合 SP l

を非負整数 lのストリクトな分割の全体とする．集合 SP l に属するストリクト分割は，r個の異なる
正の整数 λi から成り，|λ| := λ1 + λ2 + · · · + λr = l とする．また，非負の整数列 (λ1, . . . , λr)と
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(λ1, . . . , λr, 0) を同一視する．分割 λ の 長さを，λr > 0 かつ λr+1 = 0 をみたす正の整数 r と定義
し，この長さを r = ℓ(λ) と書く．
ストリクトな分割 λ に対して，形が λであるシフトされた Young 図形（shifted Young diagram）
は次のように定義される．

SYDλ := {(i, j) ∈ (Z≥ 0)2 | 1 ≤ i ≤ ℓ(λ), i ≤ j ≤ λi + i− 1}.

シフトされた Young 図形を，正方形を用いて図示し，ここではそれらを箱とよぶ．また，ストリク
トな分割 λ ∈ SP と，それに対応するシフトされた Young 図形を同一視する．たとえば，ストリク
トな分割 λ = (4, 2, 1) ∈ SP7 に対応するシフトされた Young 図形は，以下である．

λ =
.

正の整数 k ∈ [n] := {1, 2, . . . , n} (n ∈ Z>0) に対して，k′ := k − 1
2 と定義する．即ち，このとき

k− 1 < k′ < k が成り立つ．また，[n′] := {1′, 2′, . . . , n′}および [n′, n] := {1′, 1, 2′, 2, · · · , n′, n} と
書く．

定義 1.1. 形が λのシフトされた半標準盤（shifted semistandard tableaux）は，写像 T : SYDλ →
[n′, n]であり，以下の条件をみたすものをいう．

(1) |Ti,j | = 1, Ti,j ≤ Ti,j+1, Ti,j ≤ Ti+1,j ;

(2) k ∈ [n] は各列に高々 1回だけ現れる;

(3) k′ ∈ [n′] は各行に高々 1回だけ現れる;

(4) Ti,i ⊆ [n];

ただし，Ti,j ∈ [n′, n]である．

シフトされた半標準盤を，ここではシフトタブローとよび T と書く．形が λ であり，箱に入れ
る変数の個数が n であるすべてのシフトタブローを ShTP (λ, n) と記す．さらに，シフトタブロー
のうち，条件 (4) を除外したものの全体を ShTQ(λ, n) と表す．ここでは，ShTP (λ, n) 6= ∅ かつ
ShTQ(λ, n) 6= ∅である場合のみを考える．

例 1.1. λ = (4, 2, 1) ∈ SP7, n = 3 とする．以下のように，ShTP (λ, 3)および ShTQ(λ, 3)から，
それぞれシフトタブローを 2つ選ぶ．

ShTP (λ, 3) 3 T1 =
1 1 1 2

2 2

3

,
T2 =

1 1 3′ 3

2 3′

3

.

ShTQ(λ, 3) 3 T3 =
1′ 1 1 2′

2 2

3

,
T4 =

1′ 2′ 3′ 3

2′ 3′

3

.



他方，以下の 2つの図形は，ShTP (λ, 3)および ShTQ(λ, 3)のどちらにも属さない．

1′ 1 2′ 2

2 3

3

,
1 1 2′ 3

2′ 2′

3

.

(
k

k は許されない．) ( k′ k′ は許されない．)

シフトタブロー T のウェイト ω(T )を以下で定義める．

ω(T ) := (ω1(T ), ω2(T ), . . . , ωn(T )) ∈ (Z≥0)
n. (1.1)

ここで，ωk(T ) = |{k′, k ∈ [n′, n] | k′, k ∈ T}| とする．また，ウェイト ω(T ) を用いて，x =

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn に対応する単項式 xω(T ) を次で定める．

xω(T ) := x
ω1(T )
1 x

ω2(T )
2 · · ·xωn(T )

n . (1.2)

例 1.1の T1 から T4 の単項式は，次のようになる．

xω(T1) = x3
1x

3
2x3, xω(T2) = x2

1x2x
4
3, xω(T3) = x3

1x
3
2x3, xω(T4) = x1x

2
2x

4
3.

Schur P，Q函数は，次のように定義される．

Pλ(x) :=
∑

T∈ShTP (λ,n)

xω(T ), (1.3)

Qλ(x) :=
∑

T∈ShTQ(λ,n)

xω(T ). (1.4)

これらは，以下の等式をみたす．

Qλ(x) = 2ℓ(λ)Pλ(x).

1.2 集合値シフトタブローとK 理論的 Schur P，Q函数
文献 [2]に従い，シフトされた集合値半標準盤を次のように定める．

定義 1.2 ([2]). 形が λ であるシフトされた集合値半標準タブローは，次の条件を満たす写像
T : SYDλ → [n′, n]である．

(1) |Ti,j | ≥ 1, maxTi,j ≤ minTi,j+1, maxTi,j ≤ minTi+1,j ;

(2) k ∈ [n] は各列において最大 1回しか現れない;

(3) k′ ∈ [n′] は各行において最大 1回しか現れない;

(4) Ti,i ⊆ [n];

ここで，Ti,j ⊆ [n′, n]である．



シフトされた集合値半標準タブローをシフトセットタブローとよび，形が λ であり変数の個数
が n であるシフトセットタブロー全体を SSVTP (λ, n) と書く．さらに，定義 1.2の条件 (4) を除
いたシフトセットタブローの集合を SSVTQ(λ, n) と記す．ここでは，SSVTP (λ, n) 6= ∅ および
SSVTQ(λ, n) 6= ∅である場合を考える．

例 1.2. λ = (4, 2, 1) ∈ SP7, n = 3 とする．SSVTP (λ, 3)および SSVTQ(λ, 3)のそれぞれから 2

つのシフトセットタブローを以下のように取る．

SSVTP (λ, 3) 3 T (1) =
1 1 1 3′

2 23′

3

,
T (2) =

1 2′ 2 23

2 3′

3

.

SSVTQ(λ, 3) 3 T (3) =
1′ 1 1 1

2′ 2

3′3

,
T (4) =

1′ 1 1 123

2 2

3′

.

本講演では，変数の個数が 1桁である例のみを扱う．そのため，シフトセットタブローの箱に割り
当てる変数たちの間のカンマ「,」を省略する．たとえば，T (2) の 23 は箱 (1,4)へ T1,4 = {2, 3} ⊂ [3]

を割り当てていることとする．
T ∈ SSVTP (λ, n)および T ∈ SSVTQ(λ, n)のウェイト ω(T )を (1.1)，単項式 xω(T ) を (1.2)で

各々定める．例 1.2における T (1) から T (4) に対応する単項式は，次のようになる．

xω(T (1)) = x3
1x

2
2x

3
3, xω(T (2)) = x1x

4
2x

3
3, xω(T (3)) = x4

1x
2
2x

2
3, xω(T (4)) = x4

1x
3
2x

2
3.

[2]に基づき，K 理論的 Schur P および Q函数は次のように定義される．

GPλ(x | β) :=
∑

T∈SSVTP (λ,n)

β|T |−|λ|xω(T ), (1.5)

GQλ(x | β) :=
∑

T∈SSVTQ(λ,n)

β|T |−|λ|xω(T ). (1.6)

ここで，|T |はシフトセットタブロー T に割り当てられた正の整数および正の半整数の個数を表す．
式 (1.5)および (1.6)において β = 0とすると，GPλ(x | 0) = Pλ(x)および GQλ(x | 0) = Qλ(x)

が成り立つ．

2 主結果
2.1 GP 函数 GPλ および GQ函数 GQλ の特殊値とシフトセットタブローの個数

の奇数性
GP 函数および GQ函数について，以下のことを明らかにした．



定理 2.1 ([4]). 任意の λ ∈ SP に対し，次が成り立つ．

GPλ(β, . . . , β | −β−1) = β|λ|, (2.1)

GQλ(β, . . . , β | −β−1) = β|λ|. (2.2)

証明は，シフトセットタブローに作用する符号反転対合 (sign-reversing involution) ιP および ιQ

を各々構成し，組合せ論的に行った．ここでは，例を用いることにより (2.1)の証明の流れを述べる．

例 2.1. λ = (4, 2, 1) ∈ SP7 とし，n = 3 とする．まず，シフトされた Young 図形の相異なる箱
(i, j)と (̃i, j̃)に対し，順序を以下で定める．

(i, j) < (̃i, j̃)
def⇐⇒

{
j < j̃,

j = j̃ and i < ĩ.
(2.3)

即ち，より左上にある箱が順序として小さいものとする．次に，各箱 (i, j)に Ti,j = {i} ∈ [3]を割
り当てたシフトセットタブローを TP ∈ SSVTP (λ, 3)とする．

TP =
1 1 1 1

2 2

3

.

このとき，

SSVT′
P (λ, n) := SSVTP (λ, n) \ {TP }.

とする．シフトセットタブロー T ∈ SVT′(λ, n) に対し, Ti,j 6= (TP )i,j をみたす最小の箱を特定す
る．このとき，写像 ιP : SSVT′

P (λ, n)→ SSVT′
P (λ, n)を以下で定める．

ιP : SSVT′
P (λ, n)→ SSVT′

P (λ, n)

Ti,j 7→

{
Ti,j \ (TP )i,j (Ti,j ∩ (TP )i,j 6= ∅),
Ti,j t (TP )i,j (Ti,j ∩ (TP )i,j = ∅),

Tĩ,j̃ 7→ Tĩ,j̃ ((̃i, j̃) 6= (i, j)).

(2.4)

例 1.2 の T (1), T (2) ∈ SSVT′
P (λ, 3)に対し，ιP を作用させると，次のようになる．

T (1) =
1 1 1 3′

2 23′

3

−→ ιP (T
(1)) =

1 1 1 3′

2 3′

3

.

T (2) =
1 2′ 2 23′

2 3′

3

−→ ιP (T
(2)) =

1 12′ 2 23′

2 3′

3

.



写像 ιP は well-definedであり，ι2P = id, |ι(T )| = |T | ± 1 (T 6= T0)をみたす．これより，次が成
り立つ．

GPλ(β, β, β | −β−1) = β|TP | +
∑

T∈SSVT′
P (λ,n)

(−β−1)|T |−|λ|β|T | = β|λ| = β7.

定理 2.1を用いて，以下が成り立つことを示した．

系 2.1. 任意の λ ∈ SP に対して，位数 |SSVTP (λ, n)|かつ |SSVTQ(λ, n)|は共に奇数である．

2.2 歪 GP 函数 GPλ/µ および GQ函数 GQλ/µ の特殊値とシフトセットタブロー
の個数の奇数性

非負整数 l,m (l ≥ m) のストリクトな分割 λ ∈ SP l と µ ∈ SPm に対し，全ての i について
λi ≥ µi が成り立つとき，λ ⊇ µ と書く．もし，ℓ(λ) > ℓ(µ) の場合は，µの長さが λの長さと一致
するように µの成分へ 0を挿入する．このとき，これら λ, µ (λ ⊇ µ)の差を次のように定める．

λ− µ := (λ1 − µ1, λ2 − µ2, . . . , λℓ(µ) − µℓ(µ), λℓ(µ)+1, . . . , λℓ(λ))

この λ− µを λ/µと表記し，対応する集合を次のように定義する．

SSYDλ/µ := {(i, j) ∈ (Z≥0)
2 | 1 ≤ i ≤ ℓ(λ), µi + i ≤ j ≤ λi + i− 1}.

この集合を，形が λ/µのシフトされた歪 Young図形とよぶ．シフトされた歪 Young図形 λ/µも，
シフト Young図形と同様に箱を用いて図示する．また，2つのストリクトな分割の差 λ/µ (λ ⊇ µ)

とその対応するシフトされた歪 Young図形は同じものと見なす．たとえば，λ = (6, 4, 3, 1) ∈ SP14

と µ = (4, 2) ∈ SP6 に対する，シフトされた歪 Young図形は次のようになる．

λ/µ = − =
. (2.5)

シフトされた歪 Young図形の対角成分の箱たちは，λに属するものととして考える．
シフトされた歪 Young図形 λ/µ ∈ SSYDλ/µ に対して，シフトされた歪半標準盤 (以下，歪シフ
トタブロー)を，定義 1.1 の条件をみたす図として定める．形が λ/µ，変数の個数が n個であるすべ
ての歪シフトタブロー全体の集合を ShTP (λ/µ, n)書く．また，定義 1.1 の条件 (4)を除外した場合
のすべての歪シフトタブローを ShTQ(λ/µ, n)と記す．歪シフトタブロー T について，ウェイトと
単項式を同様に定める．歪 Schur P 函数，歪 Schur Q函数は各々次で定義される．

Pλ/µ(x) :=
∑

T∈ShTP (λ/µ,n)

xω(T ), (2.6)

Qλ/µ(x) :=
∑

T∈ShTQ(λ/µ,n)

xω(T ). (2.7)



これらの K 理論版が Lewis-Marberg [3] によって導入された．与えられた λ/µ に対して，シフ
トされた集合値歪半標準盤 (以下，歪シフトセットタブロー) を定義 1.2 の条件をみたす図とし
て定義する．形が λ/µ であり，変数の個数が n であるすべての歪シフトセットタブローの集合
を SSVTP (λ/µ, n) と表記する。歪シフトセットタブロー T ∈ SSVTP (λ/µ, n) に対して，重み
を (1.1) で定め，単項式を xω(T ) (1.2)により定義する．さらに，定義 1.2 の条件 (4)を除外した場
合の形が λ，変数の個数が nである歪シフトセットタブロー全体の集合を SSVTQ(λ/µ, n)と書き，
T ∈ SSVTQ(λ/µ, n)に対しても，ウェイト ω(T )と単項式 xω(T ) を同様に定める．このとき，[3] ([5]
も参照)に従い，歪 GP 函数と歪 GQ函数を各々次で定義する．

GPλ/µ(x | β) :=
∑

T∈SSVTP (λ/µ,n)

β|T |−|λ/µ|xω(T ),

GQλ/µ(x | β) :=
∑

T∈SSVTQ(λ/µ,n)

β|T |−|λ/µ|xω(T ).

第 1.2 節と同様に，β = 0とすれば， GPλ/µ(x | 0) = Pλ/µ(x)かつ GQλ/µ(x | 0) = Qλ/µ(x)であ
る．歪 GP 函数 GPλ/µ と歪 GQ函数 GQλ/µ に対して，定理 2.1と同様の結果を明らかにした．

定理 2.2 ([4]). 任意の λ/µ (λ ⊇ µ)に対して，次が成り立つ．

GPλ/µ(β, . . . , β | −β−1) = β|λ/µ|, (2.8)

GQλ/µ(β, . . . , β | −β−1) = β|λ/µ|. (2.9)

証明は，定理 2.1と同様に符号反転対合 ιskewP と ιskewQ を構成することにより示した．以下に，ιskewQ

の作用の例を与える．

例 2.2. 式 (2.5) の歪 Young 図形を考え，n = 5 とする. このとき，TQ ∈ SSVTQ(λ/µ, 5) は次で
ある．

TQ =

1′ 1

1′ 1

1′ 1 2′

2′

.

歪シフトセットタブロー T ⟨3⟩, T ⟨3⟩ ∈ SSVTQ(λ/µ, 5)をとり，各々に ιskewQ を作用させると以下の
ようになる．

T ⟨3⟩ =

1′ 123

1′ 1

1′ 1 2′

2′

−→ ιskewQ (T ⟨3⟩) =

1′ 23

1′ 1

1′ 1 2′

2′

.

T ⟨4⟩ =

3′ 345

1′ 3′4′

1′ 1 4′5

2′

−→ ιskewQ (T ⟨4⟩) =

1′3′345

1′ 3′4′

1′ 1 4′5

2′

.



定理 2.2から，以下が成り立つことを示した．

系 2.2. 任意の λ/µ (λ ⊇ µ)に対して，位数 |SSVTP (λ/µ, n)|かつ |SSVTQ(λ/µ, n)|は奇数である．

2.3 歪 GP 函数 GPλ//µ および歪 GQ函数 GQλ//µ の特殊値と歪シフトセットタブ
ローの個数について

歪 GP 函数と歪 GQ 函数にはもう 1 つの種類が存在する．ストリクトな分割 µ ∈ SPm に対し
て，µ \ {(i, j)} ∈ SPm−1 となるとき，位置 (i, j) ∈ µ を取り除き可能な箱 (removable box) とよ
ぶ．Rem(µ)を，µの取り除き可能な箱すべての集合とする．このとき，歪 GP 函数 GPλ//µ および
GQλ//µ が Lewis-Marberg [3]により，以下のように定義された．

GPλ//µ(x | β) :=
∑
ν⊆µ

β|µ/ν|GPλ/ν(x | β), (2.10)

GQλ//µ(x | β) :=
∑
ν⊆µ

β|µ/ν|GQλ/ν(x | β). (2.11)

どちらの和においても，µ/ν ⊆ Rem(µ)を満たすストリクトな分割 ν ⊆ µ全体をわたる．もし µ ⊈ λ

ならば，GPλ//µ(x | β) = 0および GQλ//µ(x | β) = 0とする．
ここで，変数 x, y ∈ Cn に対し対称函数 f(x, y) := f(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn)とする．この

とき，歪 Schur P 函数，Q函数は次のようにも定義できる [8]．

Pλ(x, y) =
∑
ν

Pν(x)Pλ/ν(y), (2.12)

Qλ(x, y) =
∑
ν

Qν(x)Qλ/ν(y). (2.13)

ここで，和の ν は全てのストリクトな分割をわたる．
これらの K 理論版として，歪 GP 函数 GPλ//µ および歪 GQ函数 GQλ//µ は以下の関係式をみた

す [1] ([3, 6]も参照)．

GPλ(x, y | β) =
∑
ν

GPν(x | β)GPλ//ν(y | β), (2.14)

GQλ(x, y | β) =
∑
ν

GQν(x | β)GQλ//ν(y | β). (2.15)

2種類の歪 GP 函数 GPλ/µ と GPλ//µ(GQ函数 (GQλ/µ と GQλ//µ についても同様)は一般には相
異なる．これらの違いを明確に示す結果の 1つとして，次の結果を導出した．証明には，定理 2.2を
用いた．

系 2.3. 任意の ∅ 6= µ ⊆ λについて，次が成り立つ．

GPλ//µ(β, . . . , β | −β−1) = 0, (2.16)

GQλ//µ(β, . . . , β | −β−1) = 0. (2.17)



この結果から，(2.14)かつ (2.15)の和に現れる歪シフトセットタブローの個数は，常に偶数個で
あることが分かった．そこで，シフト歪 Young図形から 1つの箱を取り除く写像ϖを構成したこと
により，これらの歪シフトセットタブローが自然に組にできるという以下の結果を明らかにした．

命題 2.1 ([4]). ストリクトな分割 ∅ 6= µ ⊆ λと ν に対して，式 (2.10) または (2.11) に現れる歪シ
フトセットタブローは，ϖ と ιskewP または ιskewQ によって 2つ組を成す．

以下では，GPλ//µ について，写像 ϖ によって 2つ組となるものたちの例を書く．

例 2.3. λ = (9, 8, 6, 4) ∈ SP27, µ = (7, 5, 4, 2) ∈ SP18 であり, n = 5 とする. このとき，
Rem(µ) = {(1, 7), (3, 6), (4, 5)} = {µ(1), µ(3), µ(4)}である．即ち，µの Rem(µ)に対応する箱を図
示すると次のようになる．

µ =

•

•
•

,

ここで，黒い点 • のある箱は Rem(µ)を表す．このとき，写像 ϖ により 2つ組になるものたちを
矢印で結ぶと次のようになる．

T ν(0)

P : 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3

4 4

.

←→

T ν(1)

P :
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3

4

,
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4 4

,
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3

4 4

.

←→ ←→

T ν(2)

P :
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4

,
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3

4

,
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4 4

.

←→

T ν(3)

P : 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4

.

ただし，ν(b) は µから Rem(µ)に属する b (0 ≤ b ≤ 3)個の箱を取り除いたシフトされた Young図
形を表す．
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